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Аннотация. Построено пространство нормированных, однородных и max–plus–

полуаддитивных функционалов и дано его описание. Установлено, что операция взятия 

пространства нормированных, однородных и max-plus-полуаддитивных функционалов 

образует нормальный функтор, действующий в категории компактных Хаусдорфовых 

пространств и их непрерывных отображений. 

 

Abstract. We construct a space of normed, homogeneous and max-plus-semiadditive 

functionals and we give its description. Further we establish that the construction of taking of a 

space of normed, homogeneous and max-plus-semiadditive functionals, forms a normal functor 

acting in the category of Hausdorff compact spaces and their continuous maps. 
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Введение 

Пусть 𝑋 — компактное хаусдорфово пространство, 𝐶(𝑋) — алгебра всех непрерывных 

функций, определенных на 𝑋, с обычными поточечными алгебраическими операциями и 

sup -нормой. На множестве 𝐶(𝑋) вводят новые операции — новое умножение на число и 

новое сложение функций по правилам: 

1) ⊙: ℝ × 𝐶(𝑋) → 𝐶(𝑋) по правилу ⊙ (𝜆, 𝜑) = 𝜆 ⊙ 𝜑 = 𝜑 + 𝜆𝑋, где 𝜑 ∈ 𝐶(𝑋) и 𝜆𝑋 —

постоянная на 𝑋 функция, принимающая везде значение 𝜆 ∈ ℝ; 

2) ⊕: 𝐶(𝑋) × 𝐶(𝑋) → 𝐶(𝑋) по правилу ⊕ (𝜑, 𝜓) = 𝜑 ⊕ 𝜓 = max{𝜑, 𝜓}, где 𝜑, 𝜓 ∈ 

𝐶(𝑋). 

Определение 1 [2]. Функционал 𝜇: 𝐶(𝑋) → ℝ называется идемпотентной вероятностной 

мерой на 𝑋, если он обладает следующими свойствами:  

(𝑖) (нормированность): 𝜇(𝜆𝑋) = 𝜆 для всех 𝜆 ∈ ℝ; 

(𝑖𝑖) (max-plus-однородность): имеем 𝜇(𝜆 ⊙ 𝜑) = 𝜆 ⊙ 𝜇(𝜑) для всех 𝜆 ∈ ℝ и 𝜑 ∈ 𝐶(𝑋); 

(𝑖𝑖𝑖) (max-plus-аддитивность): 𝜇(𝜑 ⊕ 𝜓) = 𝜇(𝜑) ⊕ 𝜇(𝜓) для всех 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐶(𝑋). 
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Число 𝜇(𝜑) называется интегралом Маслова соответствующим к 𝜇. Множество всех 

идемпотентных вероятностных мер на 𝑋 обозначается [2] через 𝐼(𝑋). Всякая идемпотентная 

вероятностная мера является непрерывной [3]. Следовательно, 𝐼(𝑋) ⊂ 𝐶𝑝(𝐶(𝑋)) ⊂ ℝ𝐶(𝑋). 

Обеспечим 𝐼(𝑋) с индуцированной из ℝ𝐶(𝑋) топологией. Базу окрестностей идемпотентной 

вероятностной меры 𝜇 ∈ 𝐼(𝑋) относительно этой топологии образуют множества вида 
 

〈𝜇; 𝜑1, … , 𝜑𝑘;  𝜀〉 = { 𝜇′ ∈ 𝐼(𝑋):  |𝜇′(𝜑𝑖) − 𝜇(𝜑𝑖)| < 𝜀, 𝑖 = 1, … , 𝑘}, (1) 
 

где 𝜑1, 𝜑2, …, 𝜑𝑘 ∈ 𝐶(𝑋) и 𝜀 > 0. 

Известно [2], что для всякого компактного хаусдорфово пространства 𝑋 пространство 

𝐼(𝑋) также является компактным хаусдорфовым пространством. 

Рассмотрим непрерывное отображение 𝑓: 𝑋 → 𝑌 компактных хаусдорфовых 

пространств. Оно индуцирует следующее естественное отображение 𝐼(𝑓): 𝐼(𝑋) → 𝐼(𝑌): 
 

𝐼(𝑓)(𝜇)(𝜑) = 𝜇(𝜑 ∘ 𝑓)  (2) 
 

Таким образом, конструкция 𝐼 переводит компактные хаусдорфовы пространства в 

компактные хаусдорфовы пространства, а непрерывные отображения компактных 

хаусдорфовых пространств — в непрерывные отображения компактных хаусдорфовых 

пространств. В таких случаях говорят, что конструкция 𝐼 образует функтор, действующий в 

категории компактных хаусдорфовых пространств и их непрерывных отображений. В работе 

[2] установлено, что функтор 𝐼 является нормальным в смысле Е. В. Щепина [1]. 

Так как функтор 𝐼 нормален, то для каждой идемпотентной вероятностной меры 

𝜇 ∈ 𝐼(𝑋) определен ее носитель: 
 

supp 𝜇 =∩ {𝐹:  𝐹 замкнуто в 𝑋 и 𝜇 ∈ 𝐼(𝐹)}. 
 

Для положительного целого числа 𝑛 определим следующее множество 
 

𝐼𝑛(𝑋) = {𝜇 ∈ 𝐼(𝑋):   |supp 𝜇| ≤ 𝑛}. 
 

Положим 
 

𝐼𝜔(𝑋) = ⋃ 𝐼𝑛(𝑋).

∞

𝑛=1

 

 

Множество 𝐼𝜔(𝑋) всюду плотно [2] в 𝐼(𝑋). Идемпотентную вероятностную меру 

𝜇 ∈ 𝐼𝜔(𝑋) называют идемпотентной вероятностной мерой с конечным носителем. Для 

каждой точки 𝑥 ∈ 𝑋 мера Дирака 𝛿𝑥: 𝐶(𝑋) → ℝ, определенная по формуле 𝛿𝑥(𝜑) = 𝜑(𝑥), 

𝜑 ∈ 𝐶(𝑋), является идемпотентной вероятностной мерой с конечным носителем, причем 

supp 𝛿𝑥 = {𝑥}. Дальнейшее продвижение теории идемпотентных мер, и ассоциированные с 

ней отрасли наблюдалось в работах [3-7]. 

Следующее определение предложено А. Заитовым. 

 

Определение 2. Функционал 𝜇: 𝐶(𝑋) → ℝ называется max-plus-полуаддитивным, если: 

𝜇(𝜑⨁𝜓) ≥ 𝜇(𝜑)⨁𝜇(𝜓) для всякой пары 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐶(𝑋). 

Множество всех max-plus-полуаддитивных, нормированных и max-plus-однородных 

функционалов обозначим через 𝐼𝑆(𝑋). Множество 𝐼𝑆(𝑋) рассмотрим как подпространство 

тихоновского произведения 
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∏ ℝ𝜑

𝜑∈𝐶(𝑋)

, (3) 

 

где ℝ𝜑 = ℝ — числовая прямая для каждой 𝜑 ∈ 𝐶(𝑋). Множества вида (1), более точно, 

множества вида 
 

〈𝜇; 𝜑1, … , 𝜑𝑘;  𝜀〉 = { 𝜇′ ∈ 𝐼𝑆(𝑋):  |𝜇′(𝜑𝑖) − 𝜇(𝜑𝑖)| < 𝜀, 𝑖 = 1, … , 𝑘} (1′) 
 

где 𝜑1, 𝜑2, …, 𝜑𝑘 ∈ 𝐶(𝑋) и 𝜀 > 0, образуют базу окрестностей функционала 𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝑋) 

относительно этой индуцированной топологии. Но, с другой стороны, множества вида ( 1′) 

образуют топологию поточечной сходимости на 𝐼𝑆(𝑋). 

Предложение 1. Каждый max-plus-полуаддитивный, нормированный и однородный 

функционал 𝜇: 𝐶(𝑋) → ℝ непрерывен. 

Доказательство. Сначала отметим, что всякий max-plus-полуаддитивный функционал 

𝜇: 𝐶(𝑋) → ℝ сохраняет порядок, т. е. для произвольной пары 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐶(𝑋) неравенство 𝜑 ≤ 𝜓 

влечет 𝜇(𝜑) ≤ 𝜇(𝜓). Действительно, так как для функций 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐶(𝑋) неравенство 𝜑 ≤ 𝜓 

равносильно равенству 𝜑⨁𝜓 =  𝜓, то имеем 𝜇(𝜑) ≤ 𝜇(𝜑)⨁𝜇(𝜓) ≤ 𝜇(𝜑⨁𝜓) = 𝜇(𝜓). 

С другой стороны, всякий max-plus-однородный функционал 𝜇: 𝐶(𝑋)  →  ℝ слабо 

аддитивен, т. е. 𝜇(𝜙 +  𝜆𝑋)  =  𝜇(𝜙)  +  𝜆 для всех 𝜙 ∈  𝐶(𝑋), 𝜆 ∈  ℝ. 

Пусть теперь 𝜙, 𝜓 ∈  𝐶(𝑋) – функции такие, что ‖𝜓 − 𝜙‖  <  𝜀 для некоторого 𝜀 >  0. 

Тогда 

−𝜀𝑋  <  𝜓 −  𝜙 <  𝜀𝑋, 

𝜙 −  𝜀𝑋  <  𝜓 <  𝜙 +  𝜀𝑋, 

𝜇(𝜙) −  𝜀 <  𝜇(𝜓)  <  𝜇(𝜙)  +  𝜀, 

|𝜇(𝜓) −  𝜇(𝜙)|  <  𝜀. 

Предложение 1 доказано. 

 

Для краткости, max-plus-полуаддитивный, нормированный и однородный функционал 

далее будем называть max-plus-полуаддитивными функционалами. 

Предложение 2. Топологическое пространство 𝐼𝑆(𝑋), снабженное поточечной 

сходимости, является компактным хаусдофовым пространством. 

Доказательство. Хаусдорвофость пространства 𝐼𝑆(𝑋) вытекает из того, что оно 

является тихоновским пространством как подпространство тихоновского произведения (3). 

Отметим, что 𝐼𝑆(𝑋) ⊂ ∏ [𝑚𝜑 ,   𝑀𝜑]𝜑∈𝐶(𝑋) , где для 𝜑 ∈ 𝐶(𝑋) положено 𝑚𝜑 =

min{𝜑(𝑥):  𝑥 ∈ 𝑋}, 𝑀𝜑 = max{𝜑(𝑥):  𝑥 ∈ 𝑋}. В самом деле, как уже в доказательстве 

предложения 1 было отмечено, что всякий max-plus-полуаддитивный функционал 𝜇: 𝐶(𝑋) →

ℝ сохраняет порядок. Поэтому, в силу нормированности, двойное неравенство (𝑚𝜑)
𝑋

≤ 𝜑 ≤

(𝑀𝜑)
𝑋

 влечет двойное неравенство 𝑚𝜑 ≤ 𝜇(𝜑) ≤ 𝑀𝜑. 

Теперь так как произведение замкнутых отрезков ∏ [𝑚𝜑 ,   𝑀𝜑]𝜑∈𝐶(𝑋)  — компакт в 

топологии произведения, то достаточно установить замкнутость 𝐼𝑆(𝑋) в этом произведении. 

Возьмем произвольную сеть {𝜇𝛼} ⊂ 𝐼𝑆(𝑋). Тогда {𝜇𝛼} ⊂ ∏ [𝑚𝜑,   𝑀𝜑]𝜑∈𝐶(𝑋) . Поэтому, в силу 

компактности произведения, существует предел 𝜇0 ∈ ∏ [𝑚𝜑 ,   𝑀𝜑]𝜑∈𝐶(𝑋) . Доказательство 

завершится, если установим, что 𝜇0 ∈ 𝐼𝑆(𝑋). Для каждого 𝜆 ∈ ℝ имеем 𝜇0(𝜆) = lim𝛼 𝜇𝛼(𝜆) =

lim𝛼 𝜆 = 𝜆, т. е. 𝜇0 нормирован. Для каждой пары 𝜑 ∈ 𝐶(𝑋) и 𝜆 ∈ ℝ имеем 𝜇0(𝜆⨀𝜑) =

lim𝛼 𝜇𝛼(𝜆⨀𝜑) = lim𝛼 𝜆⨀𝜇𝛼(𝜑) = 𝜆⨀ lim𝛼 𝜇𝛼(𝜑) = 𝜆⨀𝜇0(𝜑), иными словами, 𝜇0 max-plus-

однороден. Возьмем произвольную пару 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐶(𝑋). Имеем 𝜇0(𝜑⨁𝜓) = lim𝛼 𝜇𝛼(𝜑⨁𝜓) ≥
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lim𝛼(𝜇𝛼(𝜑)⨁𝜇𝛼(𝜓)) = lim𝛼 𝜇𝛼(𝜑) ⨁ lim𝛼 𝜇𝛼(𝜓) = 𝜇0(𝜑)⨁𝜇0(𝜓), что означает max-plus-

полуаддитивность функционала 𝜇0. Таким образом, 𝜇0 ∈ 𝐼𝑆(𝑋).  

Предложение 2 доказано. 

 

Рассмотрим непрерывное отображение 𝑓: 𝑋 → 𝑌 компактных хаусдорфовых 

пространств. Оно индуцирует следующее естественное отображение 𝐼(𝑓): 𝐼(𝑋) → 𝐼(𝑌): 
 

𝐼𝑆(𝑓)(𝜇)(𝜑) = 𝜇(𝜑 ∘ 𝑓) (2′) 
 

Из предложения 1 вытекает, что отображение 𝐼𝑆(𝑓) непрерывно. 

Напомним следующее понятие. Пусть 𝐶 = {𝑂, 𝑀} и  𝐶′ = {𝑂′, 𝑀′} — две категории. 

Отображение 𝐹: 𝐶 → 𝐶′, переводящие объекты в объекты, а морфизмы в морфизмы, 

называется ковариантным функтором из категории 𝐶 в категории 𝐶′, если: 

𝐹1) для всякого морфизма 𝑓: 𝑋 → 𝑌 из категории 𝐶 морфизм 𝐹(𝑓) действует из 𝐹(𝑋) в 

𝐹(𝑌); 

𝐹2) 𝐹(𝑖𝑑𝑋) = 𝑖𝑑𝐹(𝑋) для всякого 𝑋 ∈ 𝑂; 

𝐹3) 𝐹(𝑓 ∘ 𝑔) = 𝐹(𝑓) ∘ 𝐹(𝑔) для любых морфизмов 𝑓 и 𝑔 из 𝑀. 

 

Предложение 3. Конструкция 𝐼𝑆 является ковариантным функтором в категории 

компактных хаусдорфовых пространств и их непрерывных отображений. 

Доказательство. Из определения вытекает, что 𝐼𝑆 удовлетворяет условию 𝐹1). 

Пусть 𝑖𝑑𝑋: 𝑋 → 𝑋 — тождественное отображение. Для каждого 𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝑋) имеем 
 

𝐼𝑆(𝑖𝑑𝑋)(𝜇)(𝜑) = 𝜇(𝜑 ∘ 𝑖𝑑𝑋) = 𝜇(𝜑). 
 

Так как 𝜇 и 𝜑 произволны, то стало быть 𝐼𝑆(𝑖𝑑𝑋)(𝜇) = 𝜇. 

Покажем, что 𝐼𝑆 сохраняет композицию отображений. Пусть 𝑋, 𝑌, 𝑍 — компакты и 

𝑓: 𝑋 → 𝑌, 𝑔: 𝑌 → 𝑍 — непрерывные отображения. Для 𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝑋) и 𝜑 ∈ 𝐶(𝑍) имеем 
 

𝐼𝑆(𝑔 ∘ 𝑓)(𝜇)(𝜑) = 𝜇(𝜑 ∘ (𝑔 ∘ 𝑓)) =  𝜇((𝜑 ∘ 𝑔) ∘ 𝑓) = 𝐼𝑆(𝑓)(𝜇)(𝜑 ∘ 𝑔) = 𝐼𝑆(𝑔) ∘

𝐼𝑆(𝑓)(𝜇)(𝜑), т. е. 𝐼𝑆(𝑔 ∘ 𝑓) = 𝐼𝑆(𝑔) ∘ 𝐼𝑆(𝑓).  

Предложение 3 доказано. 
 

Таким образом, конструкция 𝐼𝑆 переводя компактные хаусдорфовы пространства в 

компактные хаусдорфовы пространства, а непрерывные отображения компактных 

хаусдорфовых пространств — в непрерывные отображения компактных хаусдорфовых 

пространств, образует ковариантный функтор, действующий в категории компактных 

хаусдорфовых пространств и их непрерывных отображений. 

В настоящей работе установим, что функтор 𝐼𝑆 является нормальным функтором в 

категории компактных хаусдорфовых пространств и их непрерывных отображений. 

 

2. Описание пространства 𝑚𝑎𝑥-𝑝𝑙𝑢𝑠-полуаддитивных функционалов 

Отметим, что для каждого компактного Хаусдорфово пространства 𝑋 имеет место 
 

𝐼(𝑋) ⊂ 𝐼𝑆(𝑋) (4) 
 

Но, обратное вообще говоря, не верно. 
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Пример 1. Рассмотрим двухточечное дискретное пространство 𝑋 = {𝑎, 𝑏} и функции 𝜑, 

𝜓 : 𝑋 → ℝ, определенные равенствами 
 

𝜑(𝑎) = 0,  𝜑(𝑏) = 1; 

𝜓(𝑎) = 1,  𝜓(𝑏) = 0. 
 

Тогда 
 

(𝜑⨁𝜓)(𝑎) = 1,   (𝜑⨁𝜓)(𝑏) = 1. 
 

Для идемпотентных вероятностных мер 𝜇1 = 0⨀𝛿𝑎⨁𝜆1⨀𝛿𝑏, 𝜇2 = 𝜆2⨀𝛿𝑎⨁0⨀𝛿𝑏, где 

−∞ ≤ 𝜆1,   𝜆2 < −1, функционал 𝜇 = 𝛼𝜇1 + 𝛽𝜇2 является max-plus-полуаддитивным 

функционалом, но не является идемпотентной вероятностной мерой, здесь 𝛼 + 𝛽 = 1, 𝛼 > 0, 

𝛽 > 0. Действительно, имеем 
 

𝜇(𝜑⨁𝜓) = 𝛼𝜇1(𝜑⨁𝜓) + 𝛽𝜇2(𝜑⨁𝜓) = max{𝛼𝜇1(𝜑), 𝛼𝜇1(𝜓)} + max{𝛽𝜇2(𝜑), 𝛽𝜇2(𝜓)} = 

= max{𝛼𝜇1(𝜑) + max{𝛽𝜇2(𝜑), 𝛽𝜇2(𝜓)} , 𝛼𝜇1(𝜓) + max{𝛽𝜇2(𝜑), 𝛽𝜇2(𝜓)}} ≥ 

≥ max{𝛼𝜇1(𝜑) + 𝛽𝜇2(𝜑), 𝛼𝜇1(𝜓) + 𝛽𝜇2(𝜓)} = max{𝜇(𝜑), 𝜇(𝜓)} = 𝜇(𝜑)⨁𝜇(𝜓), 

т. е. 𝜇(𝜑⨁𝜓) ≥ 𝜇(𝜑)⨁𝜇(𝜓). 

Покажем, что тут равенство не выполнено. Вычислим значения функционала 𝜇 при 𝜑, 

𝜓 и 𝜑⨁𝜓: 

 

𝜇(𝜑) = 𝛼𝜇1(𝜑) + 𝛽𝜇2(𝜑) = 𝛼 ∙ 0 + 𝛽 ∙ 1 = 𝛽, 

𝜇(𝜓) = 𝛼𝜇1(𝜓) + 𝛽𝜇2(𝜓) = 𝛼 ∙ 1 + 𝛽 ∙ 0 = 𝛼, 

𝜇(𝜑⨁𝜓) = 𝛼𝜇1(𝜑⨁𝜓) + 𝛽𝜇2(𝜑⨁𝜓) = 𝛼 + 𝛽 = 1. 

 

Так как 𝛼 < 1 и 𝛽 < 1, то 𝜇(𝜑⨁𝜓) = 1 > 𝛼⨁𝛽 = 𝜇(𝜑)⨁𝜇(𝜓). Таким образом, 𝜇 ∈

𝐼𝑆(𝑋) ∖ 𝐼(𝑋), т. е. включение (4) необратимо. 

Определение 3. Будем говорить, что max-plus-полуаддитивный функционал 𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝑋) 

сосредоточен на замкнутом подмножестве 𝐴 компактного хаусдорфово пространства 𝑋, если 

𝜇(𝜑) = 0 для всякой функции 𝜑 ∈ 𝐶(𝑋) такой, что 𝜑(𝑥) = 0 при 𝑥 ∈ 𝐴. Наименьшее 

множество, на котором сосредоточен max-plus-полуаддитивный функционал 𝜇, называется 

носителем 𝜇, и обозначается supp 𝜇. 

Легко установить следующего утверждения, которое имеет самостоятельный интерес. 

Лемма 1. max-plus-полуаддитивный функционал 𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝑋) сосредоточен на замкнутом 

подмножестве 𝐴 компактного хаусдорфово пространства 𝑋 тогда и только тогда, когда 

𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝐴) 

Для положительного целого числа 𝑛 определим следующее множество 

 

𝐼𝑆𝑛(𝑋) = {𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝑋):   |supp 𝜇| ≤ 𝑛}. 

 

Положим 

𝐼𝑆𝜔(𝑋) = ⋃ 𝐼𝑆𝑛(𝑋).

∞

𝑛=1

 

 

Идемпотентную вероятностную меру 𝜇 ∈ 𝐼𝜔(𝑋) называют идемпотентной 

вероятностной мерой с конечным носителем. 
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Лемма 2. Множество 𝐼𝑆𝜔(𝑋) всюду плотно в 𝐼𝑆(𝑋). 

Доказательство. Каждый max-plus-полуаддитивный функционал 𝜇 с конечным 

носителем представляется в виде разложения 

 

𝜇 = 𝛼1𝜈𝑥11… 𝑥1𝑛1

𝜆11… 𝜆1𝑛1 + 𝛼2𝜈𝑥21… 𝑥2𝑛2

𝜆11… 𝜆2𝑛2 + ⋯ + 𝛼𝑛𝜈𝑥𝑘1… 𝑥𝑘𝑛𝑘

𝜆𝑘1… 𝜆𝑘𝑛𝑘  

 

единственным способом (с точностью до перестановки местами), где 

 

𝜈𝑥𝑖1… 𝑥𝑖𝑛𝑖

𝜆𝑖1… 𝜆𝑖𝑛𝑖 = 𝜆𝑖1⨀𝛿𝑥𝑖1
⨁ … ⨁𝜆𝑖𝑛𝑖

⨀𝛿𝑥𝑖𝑛𝑖
, 

{𝑥𝑖1, … , 𝑥𝑖𝑛𝑖
} ⊂ supp 𝜇,   ⋃ {𝑥𝑖1, … , 𝑥𝑖𝑛𝑖

}𝑘
𝑖=1 = supp 𝜇, 

−∞ < 𝜆𝑖𝑗 ≤ 0, 𝜆𝑖1⨁ … ⨁𝜆𝑖𝑛𝑖
= 0, 

𝛼𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, … , 𝑘,  ∑ 𝛼𝑖
𝑘
𝑖=1 = 1. 

 

При этом, для каждого 𝑛 имеем  

 

𝐼𝑆𝑛(𝑋) = {∑𝛼𝑖𝜈𝑥𝑖1… 𝑥𝑖𝑛𝑖

𝜆𝑖1… 𝜆𝑖𝑛𝑖 :  {𝑥𝑖1, … , 𝑥𝑖𝑛𝑖
} ⊂ 𝑋, |⋃{𝑥𝑖1, … , 𝑥𝑖𝑛𝑖

}| ≤ 𝑛;   𝛼𝑖 ≥ 0, ∑𝛼𝑖 = 1}. 

 

Ясно, что 𝜈𝑥𝑖1… 𝑥𝑖𝑛𝑖

𝜆𝑖1… 𝜆𝑖𝑛𝑖 ∈ 𝐼(𝑋), т. е. функционал 𝜈𝑥𝑖1… 𝑥𝑖𝑛𝑖

𝜆𝑖1… 𝜆𝑖𝑛𝑖  является идемпотентной 

вероятностной мерой. Поэтому из всюду плотности [2] множества 𝐼𝜔(𝑋) в 𝐼(𝑋) вытекает 

всюду плотность множества 𝐼𝑆𝜔(𝑋) в 𝐼𝑆(𝑋). Лемма 2 доказана. 

Пусть 𝐴 — подмножество компактного хаусдорфово пространства 𝐼(𝑋). Для каждой 

конечной системы {𝐵1, … , 𝐵𝑛} подмножеств 𝐵𝑖 ⊂ 𝐴 и чисел 𝛼𝑖, удовлетворяющих условиям 
 

𝛼𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛,  ∑ 𝛼𝑖 = 1, (5) 
 

определим функционал 

 

𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛 = ∑ 𝛼𝑖𝜈𝐵𝑖

𝑛

𝑖=1

  
(6) 

 

где ν𝐵𝑖
= ⨁

𝜇∈𝐵𝑖

𝜇. 

 

Предложение 4. Для каждого множества 𝐴, системы {𝐵1, … , 𝐵𝑛} его замкнутых 

подмножеств и чисел 𝛼𝑖, удовлетворяющих условиям (5), функционал 𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛, определенный 

равенством (6), является max-plus-полуаддитивным функционалом, т. е. 𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛 ∈ 𝐼𝑆(𝑋). 

Доказательство. Вначале покажем, что функционал ν𝐵𝑖
= ⨁

𝜇∈𝐵𝑖

𝜇, 𝑖 = 1, … , 𝑛, является 

идемпотентной вероятностной мерой, т. е. нормирован, max-plus-однороден и max-plus-

аддитивен. Для каждого 𝜆 ∈ ℝ имеем 
 

ν𝐵𝑖
(𝜆𝑋) = ⨁

𝜇∈𝐵𝑖

𝜇 (𝜆𝑋) = 𝜆, 

 

т. е. нормированность выполнена. 
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Для каждого 𝜆 ∈ ℝ и каждой 𝜑 ∈ 𝐶(𝑋) справедливо 
 

ν𝐵𝑖
(𝜆 ⊙ 𝜑) = ⨁

𝜇∈𝐵𝑖

𝜇(𝜆⨀𝜑) = ⨁
𝜇∈𝐵𝑖

(𝜆⨀𝜇(𝜑)) = 𝜆⨀ ⨁
𝜇∈𝐵𝑖

𝜇(𝜑) = 𝜆⨀ν𝐵𝑖
(𝜑), 

 

т. е. max-plus-однородность выполнена. 

 

Для каждой пары 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐶(𝑋) верно 
 

ν𝐵𝑖
(𝜑⨁𝜓) = ⨁

𝜇∈𝐵𝑖

𝜇(𝜑⨁𝜓) = ⨁
𝜇∈𝐵𝑖

(𝜇(𝜑)⨁𝜇(𝜓)) = ⨁
𝜇∈𝐵𝑖

𝜇(𝜑)⨁ ⨁
𝜇∈𝐵𝑖

𝜇(𝜓) = ν𝐵𝑖
(𝜑)⨁ν𝐵𝑖

(𝜓), 

 

т. е. max-plus-аддитивность выполнена. Таким образом, ν𝐵𝑖
∈ 𝐼(𝑋), 𝑖 = 1, … , 𝑛. 

 

Теперь покажем, что 𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛 ∈ 𝐼𝑆(𝑋). Покажем его нормированность. Для 

произвольного 𝜆 ∈ ℝ верно 
 

𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛(𝜆) = (∑ 𝛼𝑖𝜈𝐵𝑖

𝑛

𝑖=1

) (𝜆) = ∑ (𝛼𝑖𝜈𝐵𝑖
(𝜆))

𝑛

𝑖=1

= ∑ 𝛼𝑖𝜆

𝑛

𝑖=1

= 𝜆 ∑ 𝛼𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝜆 . 

 

Установим max-plus-однородность функционала 𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛. Имеем 

𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛(𝜆 ⊙ 𝜑) = (∑ 𝛼𝑖𝜈𝐵𝑖

𝑛

𝑖=1

) (𝜆⨀𝜑) = ∑ (𝛼𝑖 (𝜈𝐵𝑖
(𝜆⨀𝜑)))

𝑛

𝑖=1

= 

= ∑ (𝛼𝑖 (𝜆⨀𝜈𝐵𝑖
(𝜑)))

𝑛

𝑖=1

= 𝜆⨀ ∑ 𝛼𝑖𝜈𝐵𝑖
(𝜑)

𝑛

𝑖=1

= 𝜆⨀𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛(𝜑) 

 

для каждого 𝜆 ∈ ℝ и каждой 𝜑 ∈ 𝐶(𝑋). 

Остаётся показать max-plus-полуаддитивность функционала 𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛: 
 

𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛(𝜑 ⊕ 𝜓) = (∑ 𝛼𝑖𝜈𝐵𝑖

𝑛

𝑖=1

) (𝜑 ⊕ 𝜓) = ∑ (𝛼𝑖 (𝜈𝐵𝑖
(𝜑 ⊕ 𝜓)))

𝑛

𝑖=1

= 

 = ∑ (𝛼𝑖 (𝜈𝐵𝑖
(𝜑) ⊕ 𝜈𝐵𝑖

(𝜓)))

𝑛

𝑖=1

= ∑ (𝛼𝑖𝜈𝐵𝑖
(𝜑) ⊕ 𝛼𝑖𝜈𝐵𝑖

(𝜓))

𝑛

𝑖=1

≥ 

≥ (∑ 𝛼𝑖𝜈𝐵𝑖
(𝜑)

𝑛

𝑖=1

) ⊕ (∑ 𝛼𝑖𝜈𝐵𝑖
(𝜓)

𝑛

𝑖=1

) = 𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛(𝜑) ⊕ 𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛(𝜓), 

т. е. 𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛(𝜑 ⊕ 𝜓) ≥ 𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛(𝜑) ⊕ 𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛(𝜓) для каждой пары 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐶(𝑋).  
 

Предложение 4 доказано. 

Определим следующее множество 
 

𝐴𝑠 = [{𝜈𝐵1,…,𝐵𝑛

𝛼1,…,𝛼𝑛:  𝐵1, … , 𝐵𝑛 замкнуты в  𝐴;  𝛼𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, … , 𝑛;  ∑ 𝛼𝑖 = 1

𝑛

𝑖=1

}]

𝐼𝑆(𝑋)

. 

 

Следующее утверждение является ключевым результатом работы. 

Теорема 1. Для каждого компактного хаусдорфово пространства 𝑋 справедливо 

равенство 

(𝐼(𝑋))
𝑆

= 𝐼𝑆(𝑋). 
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Доказательство. Из леммы 2 можно сделать следующий вывод: каждый функционал 

𝜇 ∈ 𝐼𝑆𝜔(𝑋) представим в виде аффинного разложения конечного числа некоторых 

идемпотентных вероятностных мер из 𝐼𝜔(𝑋). Отсюда, в силу всюду плотности 𝐼𝑆𝜔(𝑋), 

вытекает требуемое равенство. Теорема 1 доказана. 

Отметим, что теорема 1 фактически описывает пространство 𝐼𝑆(𝑋) max-plus-

полуаддитивных функционалов на языке идемпотентных вероятностных мер, т. е. 

элементами 𝜇 ∈ 𝐼(𝑋). 

 

3. Нормальность функтора 𝐼𝑆 max-plus-полуаддитивных функционалов 

Определение 4 [1]. Ковариантный функтор 𝐹: 𝐶𝑜𝑚𝑝 → 𝐶𝑜𝑚𝑝 называется нормальным, 

если он удовлетворяет следующим условиям: функтор 𝐹 непрерывен, сохраняет вес, 

пересечения, прообразы, мономорфен и эпиморфен, переводит пустое множество в пустое, а 

одноточечное — в одноточечное. 

Предложение 5. Функтор 𝐼𝑆 сохраняет вес бесконечных компактных хаусдорфовых 

пространств, т. е. для любого бесконечного компактного хаусдорфово пространства X имеет 

место равенство 𝑤(𝐼𝑆(𝑋)) = 𝑤(𝑋). 

Доказательство. Из равенства 𝑤(𝐼(𝑋)) = 𝑤(𝑋), установленного в [2], и включения (4) 

вытекает, что 𝑤(𝐼𝑆(𝑋)) ≥ 𝑤(𝑋). Обратное неравенство, более точно неравенство 𝑤(𝐼𝑆(𝑋)) ≤

𝑤(𝐼(𝑋)) вытекает из теоремы 1. Предложение 5 доказано. 

Предложение 6. 𝐼𝑆 — мономорфный функтор, т. е. сохраняет инъективность 

отображений компактов. 

Доказательство. Пусть 𝜇1, 𝜇2 ∈ 𝐼𝑆(𝑋) 𝜇1 ≠ 𝜇2. В силу инъективности отображения 𝑓 

существует функция 𝜑 ∈ 𝐶(𝑌), такая, что 𝜇1(𝜑 ∘ 𝑓) ≠ 𝜇2(𝜑 ∘ 𝑓). Поэтому 𝐼𝑆(𝑓)(𝜇1)(𝜑) =

𝜇1(𝜑 ∘ 𝑓) ≠ 𝜇2(𝜑 ∘ 𝑓) = 𝐼𝑆(𝑓)(𝜇2)(𝜑). Предложение 6 доказано. 

Предложение 7. Если 𝑓: 𝑋 → 𝑌 — непрерывное отображение «на», то отображение 

𝐼𝑆(𝑓): 𝐼𝑆(𝑋) → 𝐼𝑆(𝑌) – также непрерывно и «на». 

Доказательство. Непрерывность отображения 𝐼𝑆(𝑓) показано в предложении 3. 

Сюрьективность отображения 𝐼𝑆(𝑓) вытекает из теоремы 1 и сюрьективности отображения 

𝐼(𝑓). Предложение 7 доказано. 

Предложение 8. Функтор 𝐼𝑆: 𝐶𝑜𝑚𝑝 → 𝐶𝑜𝑚𝑝 сохраняет 

𝑎) точку, 

𝑏) пустое множество. 

Доказательство. 𝑎) Пусть 𝑥 ∈ 𝑋. По определению имеем 𝐼𝑆({𝑥}) = {𝛿𝑥}. 

𝑏) Пусть 𝑋 = ∅. Тогда 𝐶(𝑋) = ∅. Следовательно, ℝ𝐶(𝑋) = ℝ∅ = ∅. Откуда 𝐼𝑆(∅) ⊂ ∅. 

Предложение 8 доказано. 

Предложение 9. Если 𝐴 — замкнутое подмножество компактного хаусдорфово 

пространства 𝑋, то 𝐼𝑆(𝐴) ⊂ 𝐼𝑆(𝑋). 

Доказательство. Пусть 𝐴 замкнуто в 𝑋 и 𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝐴). Тогда функционал 𝜇 сосредоточен 

на 𝐴. Это в силу леммы 1 равносильно тому, что supp 𝜇 ⊂ 𝐴. Тогда supp 𝜇 ⊂ 𝑋, откуда 

𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝑋). Предложение 9 доказано. 

Предложение 10. Если 𝑓: 𝑋 → 𝑌 — непрерывное отображение между компактными 

хаусдорфовыми пространствами и 𝐵 ⊂ 𝑌, то 𝐼𝑆(𝑓−1(𝐵)) = 𝐼𝑆(𝑓)−1(𝐼𝑆(𝐵)). 

Доказательство. Пусть 𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝑓−1(𝐵)). Согласно лемме 1 это означает, что 𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝑋) и 

supp 𝜇 ⊂ 𝑓−1(𝐵). Следовательно, 𝑓(supp 𝜇) ⊂ 𝐵. Поэтому из предложения 6 имеем 

supp 𝐼𝑆(𝑓)(𝜇) ⊂ 𝐵. Откуда 𝐼𝑆(𝑓)(𝜇) ∈ 𝐼𝑆(𝐵), т. е. 𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝑓)−1(𝐼𝑆(𝐵)). 
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Наоборот, пусть 𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝑓)−1(𝐼𝑆(𝐵)). Тогда 𝐼𝑆(𝑓)(𝜇) ∈ 𝐼𝑆(𝐵), т. е. supp 𝐼𝑆(𝑓)(𝜇) ⊂ 𝐵. 

Следовательно, согласно предложению 6 имеем 𝑓(supp 𝜇) ⊂ 𝐵. Это означает, что supp 𝜇 ⊂

𝑓−1(𝐵), откуда 𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝑓−1(𝐵)). Предложение 10 доказано. 

Пусть {𝑋𝛼, 𝑝𝛼
𝛽

;   𝐴} — обратный спектр, индексированный элементами множества 𝐴 и 

состоящий из компактов. Через lim 𝑋𝛼 обозначим предел этого спектра, а через 𝑝𝛼: lim 𝑋𝛼 →

𝑋𝛼, 𝛼 ∈ 𝐴 — предельные проекции. Обратный спектр {𝑋𝛼, 𝑝𝛼
𝛽

;   𝐴} порождает обратный 

спектр {𝐼𝑆(𝑋𝛼), 𝐼𝑆(𝑝𝛼
𝛽

);   𝐴}, предел которого обозначим через lim 𝐼𝑆(𝑋𝛼), а предельные 

проекции через 𝑝𝑟𝛼: lim 𝐼𝑆(𝑋𝛼) → 𝐼𝑆(𝑋𝛼). Отображения 𝐼𝑆(𝑝𝛼): 𝐼𝑆(lim 𝑋𝛼) → 𝐼𝑆(𝑋𝛼), 𝛼 ∈ 𝐴, 

порождают отображение 𝑅𝐼𝑆: 𝐼𝑆(lim 𝑋𝛼) → lim 𝐼𝑆(𝑋𝛼). 

Предложение 11. Функтор 𝐼𝑆 непрерывен, т. е. отображение 𝑅𝐼𝑆: 𝐼𝑆(lim 𝑋𝛼) →

lim 𝐼𝑆(𝑋𝛼) является гомеоморфизмом. 

Доказательство. Так как взятие аффинной комбинации и взятие замыкания являются 

непрерывным операциями, то из теоремы 1 и непрерывности функтора 𝐼 идемпотентных 

вероятностных мер, следует, что 𝑅𝐼𝑆: 𝐼𝑆(lim 𝑋𝛼) → lim 𝐼𝑆(𝑋𝛼) есть гомеоморфизм. 

Предложение 11 доказано. 

Предложение 12. Функтор 𝐼𝑆 сохраняет пересечение, т. е. для любой пары 𝐴, 𝐵 

замкнутых подмножеств компактного хаусдорфово пространства 𝑋 имеет место 
 

𝐼𝑆(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐼𝑆(𝐴) ∩ 𝐼𝑆(𝐵). 
 

Доказательство. Ясно, что включение 𝐼𝑆(𝐴 ∩ 𝐵) ⊂ 𝐼𝑆(𝐴) ∩ 𝐼𝑆(𝐵) справедливо. Если 

𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝐴) ∩ 𝐼𝑆(𝐵), то supp 𝜇 ⊂ 𝐴 и supp 𝜇 ⊂ 𝐵, следовательно, supp 𝜇 ⊂ 𝐴 ∩ 𝐵. Откуда 

𝜇 ∈ 𝐼𝑆(𝐴 ∩ 𝐵), т. е. 𝐼𝑆(𝐴 ∩ 𝐵) ⊃ 𝐼𝑆(𝐴) ∩ 𝐼𝑆(𝐵). Предложение 12 доказано. 

Таким образом, доказано следующий основной результат работы. 

Теорема 2. Функтор 𝐼𝑆: 𝐶𝑜𝑚𝑝 → 𝐶𝑜𝑚𝑝 является нормальным функтором. 

 

Авторы выражают свои глубокую признательность доктору физико-математических 

наук Адилбеку Заитову за постановку задач и его участия в обсуждениях полученных 

результатов. 
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